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代数不等式及竞赛真题演练

万捷
北京理工大学，数学与统计学院

2024 年 1 月 30 日
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1 基本不等式

2 数学归纳法

3 不等式的证明方法与技巧
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高中数学联赛二试题型：平面几何 + 不等式 + 数论 + 组合。
1 平面几何 (40).
2 不等式 (40).
3 数论 (50).
4 组合 (50).
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不等式问题：登山

基本不等式理论 + 做题训练不等式技巧 + 真题演练 = 成功！！！
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几个重要的不等式

• 先看一个简单的例子。
若 a, b > 0, 则

a + b
2
≥
√

ab ≥ 2
1
a +

1
b
.
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直观

图: 算术-几何-调和平均值不等式几何图形

因为三角形 DEF 与三角形 ODE 相似，所以

EF · OE = DE2, EF · a + b
2

= ab, EF =
2ab

a + b =
2

a+b
ab

=
2

1
a + 1

b
,
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基本不等式

1. 算术-几何-调和平均值不等式

均值不等式
设 x1, · · · , xn ∈ R+, 则

x1 + x2 · · ·+ xn
n ≥ n√x1x2 · · · xn ≥

n
1
x1 +

1
x2 + · · ·+

1
xn

, (1)

其中等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn 时取到。

上式又写成 “算术平均值”≥“几何平均值”≥“调和平均值”。
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推论

a + b ≥ 2
√

ab.
a + b + c ≥ 3

3
√

abc.
2ab ≤ a2 + b2.
3abc ≤ a3 + b3 + c3.√
2(a2 + b2) ≥ a + b.
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基本不等式

2. Cauchy(柯西) 不等式

Cauchy-Buniakowsky-Schwarz 不等式
设 ai, bi ∈ R/{0}, i = 1, 2, · · · , n, 则

(
n∑

i=1

aibi)
2 ≤ (

n∑
i=1

a2i )(
n∑

i=1

b2
i ), (2)

其中等号当 a1
b1

= a2
b2

= · · · = an
bn
时取到。
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法国数学家-柯西

图: 法国数学家-Cauchy

17-18世纪，法国涌现出一大批群星般璀璨的数学名家，奥古斯丁路易柯西
（Augustin Louis Cauchy,1789-1857)，便是其中最耀眼的名家之一。他在应用数
学和纯数学上有着很深的造诣，像” 柯西不等式” ” 柯西积分公式” 等数学定理
和公式都是以他的名字来命名的。
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基本不等式

2. Cauchy 不等式
设 ai, bi ∈ R/{0}, i = 1, 2, · · · , n, 则

(
n∑

i=1

aibi)
2 ≤ (

n∑
i=1

a2i )(
n∑

i=1

b2
i ),

其中等号当 a1
b1

= a2
b2

= · · · = an
bn
时取到。

柯西不等式可理解为: 设 n 维欧氏空间中的两个向量 A = (a1, · · · , an),B =

(b1, · · · , bn)，则柯西不等式等价于

|A · B| ≤ |A||B|.

推论：(
∑n

i=1 ai)2 ≤ n(∑n
i=1 a2i )，(

∑n
i=1

√
aibi)2 ≤ (

∑n
i=1 ai)(

∑n
i=1 bi).
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直观

图: Cauchy 不等式几何图形
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基本不等式

3. 幂平均不等式 (J(α) ≥ J(β))

设 a1, a2, · · · , an > 0, α > β, 则(aα1 + aα2 + · · ·+ aαn
n

) 1
α

≥
aβ1 + aβ2 + · · ·+ aβn

n


1
β

, (3)

其中等号当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时成立。

• 定义 J(α) =
(aα1+aα2+···+aαn

n

) 1
α . 则上式等价于

J(α) ≥ J(β), ∀α > β.

• 与均值不等式的联系。
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基本不等式

4. 排序不等式

设 0 < a1 < a2 < · · · < an, 0 < b1 < b2 < · · · < bn, 则
n∑

i=1

aibn+1−i ≤ a1bi1 + a2bi2 + · · ·+ anbin ≤
n∑

i=1

aibi, (4)

这里 (i1, · · · , in) 是 1, · · · , n 的任意排序。

• 排序不等式可理解为：顺序求和 ≥ 乱序求和 ≥ 反序求和。排序不等式有如下

常用推论：设 a, b ∈ R+, p, q > 0, 则

ap+q + bp+q ≥ apbq + aqbp. (5)

其中等号当且仅当 a = b 时取到。
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直观

图: 排序不等式原理
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基本不等式

5. 车比雪夫 (Chebyshev) 不等式
设两个正数序列 {an}, {bn},

(1) 若 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn，则

1

n

n∑
i=1

aibi ≥ (
1

n

n∑
i=1

ai)(
1

n

n∑
i=1

bi); (6)

(1) 若 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn，则

1

n

n∑
i=1

aibi ≤ (
1

n

n∑
i=1

ai)(
1

n

n∑
i=1

bi). (7)
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俄国数学家-车比雪夫

图: 俄国数学家-车比雪夫

车比雪夫 (1821-1894 年)，俄罗斯数学家、力学家。他一生发表了 70 多篇
科学论文，内容涉及数论、概率论、函数逼近论、积分学等方面。他证明了贝

尔特兰公式，自然数列中素数分布的定理，大数定律的一般公式以及中心极限

定理。他不仅重视纯数学，而且十分重视数学的应用。
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基本不等式

6. 权方和不等式
设 x1, · · · , xn ∈ R+, y1, · · · , yn ∈ R+, 若 m > 0 或 m < −1, 则

n∑
i=1

xm+1
i
ym

i
≥

(
∑n

i=1 xi)m+1

(
∑n

i=1 yi)m . (8)

若 −1 < m < 0, 则
n∑

i=1

xm+1
i
ym

i
≤

(
∑n

i=1 xi)m+1

(
∑n

i=1 yi)m . (9)

上述两不等式等号均当且仅当 x1
y1 = x2

y2 = · · · = xn
yn
时取得。
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基本不等式

7. 琴生 (Jensen) 不等式

定义下凸函数：∀x1, x2,

f(x1 + x2
2

) ≤ 1

2
(f(x1) + f(x2)).

例：f(x) = x2.
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几何解释

图: Jensen 不等式几何图形
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琴生不等式
若连续函数 f(x) 在区间 I 内下凸 (或上凸)，则对任意 x1, · · · , xn ∈ I
及任意 λ1, λ2, · · · , λn ∈ R+, 且 ∑n

i=1 λi = 1, 必有

f(λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + · · ·+ λnf(xn), (10)

或

f(λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λnxn) ≥ λ1f(x1) + λ2f(x2) + · · ·+ λnf(xn), (11)

其中等号当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn 时取到。

• 特别地，取 λi =
1
n , 有

f(x1 + x2 + · · ·+ xn
n ) ≤ 1

n(f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)).
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基本不等式

8. 舒尔 (Schur) 不等式
设 x, y, z ≥ 0, r 是实数，则

xr(x − y)(x − z) + yr(y − x)(y − z) + zr(z − y)(z − x) ≥ 0. (12)

当 r = 1 时，Schur 不等式有几种变形：
(1) x3 + y3 + z3 − (x2y + xy2 + x2z + xz2 + y2z + yz2) + 3xyz ≥ 0;
(2) (x + y + z)3 − 4(xy + yz + xz)(x + y + z) + 9xyz ≥ 0;
(3) xyz ≥ (x + y − z)(y + z − x)(z + x − y).
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舒尔 (I. Schur, 1875-1941)

图: 舒尔画像
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数学归纳法

1. 常见情形 (第一数学归纳法).
2. 第二数学归纳法 (完整归纳法).
3. 从 0 以外的数字开始.
4. 针对奇数或偶数 (跳跃归纳法).
5. 倒推归纳法 (反向归纳法).
6. 螺旋归纳法.
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不等式的证明方法与技巧

• 通过真题的演练挖掘不等式问题常用的方法与技巧。
1 凑。
2 配。
3 消。
4 合。
5 代。

不妨设，数形结合，反证法，中间不等式，构造辅助函数...
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谢谢大家!
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